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Введение  
Подгрупповые функторы, т. е. функции, со-

гласованные с изоморфизмами групп и выде-
ляющие в группах некоторые системы подгрупп, 
тесно связаны с классами групп. В монографии 
[1] А.Н. Скибой метод подгрупповых функторов 
применен для изучения свойств локальных фор-
маций, замкнутых относительно систем под-
групп, выделяемых подгрупповыми функторами. 
С.Ф. Каморниковым и М.В. Селькиным в [2] под-
групповые функторы использовались для нахож-
дения свойств классов Шунка.  

Важную роль среди подгрупповых функто-
ров играют транзитивные регулярные подгруп-
повые функторы, простейшими из которых яв-
ляются функторы, выделяющие в каждой конеч-
ной группе G множество S(G) всех ее подгрупп; 
множество sn(G) всех ее субнормальных под-
групп; множество {G}.  

В работе [3] было предложено функторное 
обобщение введенного Манном [4] понятия X-нор-
мальной подгруппы конечной группы. Приве-
денная в [3] новая серия транзитивных регуляр-
ных подгрупповых функторов, а именно: норма-
лизаторных – была использована для построения 
в разрешимых группах классов Шунка. 

В настоящей работе найдены π-разрешимые 
нормализаторные подгрупповые функторы, с по-
мощью которых в π-разрешимых группах стро-
ятся π-классы Шунка. 

 

1 Предварительные результаты  
Рассматриваются только конечные группы.  
Используются обозначения и определения 

из [5], [6]. Через π  обозначается некоторое 

множество простых чисел, ′π  – дополнение к π  
во множестве всех простых чисел, πS  – класс 
всех π -разрешимых групп. Пусть X  – класс 
групп. Подгруппа H группы G называется X -про-
ектором группы G, если /HN N  является мак-
симальной X -подгруппой в /G N  для любой 
нормальной подгруппы N из G. Класс Шунка – 
это непустой гомоморф ,X  для которого из ус-
ловия X∈)(Core/ MG G  для любой максималь-
ной подгруппы M из G всегда следует, что 
X∈G . Класс групп X  называется π -классом, 

если из X∈π′ )(/ GOG  следует, что .G∈X  
Отображение ,τ  которое ставит в соответ-

ствие каждой группе G некоторую непустую си-
стему ( )Gτ  ее подгрупп, называется подгруппо-

вым функтором  [2], если )( ( )) (G Gα α
τ = τ  для 

любого изоморфизма α  группы G. Подгруппо-
вой функтор τ  называется [2]: 1) транзитивным, 
если из ( )S H∈ τ  и ( )H G∈ τ  следует, что 

( )S G∈ τ  для любой группы G; 2) регулярным, 

если )())(( BA τ⊆τ ϕ  и (τ( )) ( )
1−ϕ ⊆ τB A  для лю-

бого эпиморфизма : .A Bϕ →  
Определение 1.1 [3]. Пусть τ  − подгруппо-

вой функтор. Подгруппа R группы G называется 
τ -нормализатором подгруппы H в G (обознача-
ется )(HNG

τ ), если выполняются следующие 
условия: 

1) ( );H R∈ τ  
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2) для подгруппы L группы G из ( )H L∈ τ  
всегда следует .L R⊆  

Подгрупповой функтор τ  называется нор-
мализаторным [3], если всякая подгруппа группы 
G обладает τ -нормализатором в G. 

Заметим, если Snτ =  − нормальный под-
групповой функтор, т. е. подгрупповой функтор, 
который в каждой группе выделяет все ее нор-
мальные подгруппы, то всякая подгруппа группы 
обладает τ -нормализатором, так как в этом слу-
чае ( ) ( ).Sn

G GN H N H=  Если sn=τ  − субнормаль-
ный подгрупповой функтор, т. е. подгрупповой 
функтор, который в каждой группе выделяет все 
ее субнормальные подгруппы, то существуют не 
обладающие sn-нормализаторами подгруппы 
группы [7]. 

Лемма 1.2 [3, лемма 1]. Пусть τ  − подгруп-
повой функтор, H − подгруппа группы G. Тогда 

ατατ =α ))(()( HNHN GG
 для любого изоморфизма 

α  группы G. 
Определение 1.3 [3]. Пусть τ  − подгруппо-

вой функтор. Подгруппа H группы G называется 
τX -нормальной в G, если либо ,H G=  либо для 

любого эпиморфизма ϕ  группы G такого, что 

,H Gϕ ϕ≠  в ϕG  найдется собственная подгруп-

па, содержащая ϕH  и принадлежащая ( ).Gϕτ  

Через ∗τ  обозначается отображение, кото-
рое ставит в соответствие каждой группе G мно-
жество )(G∗τ  всех τX -нормальных в G под-
групп. 

Лемма 1.4 [3, лемма 2]. Пусть τ – подгруп-
повой функтор и G – группа. Тогда справедливы 
следующие утверждения: 

1) τ* – подгрупповой функтор; 
2) если τ1 – подгрупповой функтор и 

τ1(G) ⊆ τ(G), то τ1*(G) ⊆ τ*(G); 
3) если (τ (G))ϕ ⊆ τ(Gϕ) для любого эпимор-

физма ϕ группы G, то τ(G) ⊆ τ*(G). 
Лемма 1.5 [3, лемма 3]. Пусть τ – регулярный 

подгрупповой функтор и N – нормальная под-
группа группы G. Тогда: 

1) если H и R – подгруппы группы G такие, 
что H ⊆ R и H ∈τ*(R), то HN/N ∈ τ*(RN/N); 

2) если N ⊆ H и H/N ∈ τ*(G/N), то H ∈ τ*(G). 
Лемма 1.6 [3, лемма 4]. Если τ – регулярный 

подгрупповой функтор, то τ* – транзитивный 
регулярный подгрупповой функтор. 

 
2 Построение π -классов Шунка в π -раз-

решимых группах 
Лемма 2.1. Пусть τ – регулярный подгруп-

повой функтор. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 

1) если подгруппа H группы G обладает   
τ -нормализатором и ∗τ -нормализатором, то 

)(HNG
τ  ⊆ ( );GN H

∗τ  
2) если M − максимальная подгруппа груп-

пы G и ( ),M G∉τ  то ( ).GM N M
∗τ=  

Доказательство. 1) следует из леммы 1.4 и 
определения 1.1 ввиду того, что H ⊆ ( ).GN Hτ  

Установим справедливость 2). Так как по 
лемме 1.6 ∗τ  − регулярный подгрупповой функ-
тор, то ( ).M M∗∈ τ  

Если ( )∗∈ τM L  для подгруппы L группы G, 
то из ⊆M L  и максимальности M в G получаем, 
что либо ,L M=  либо .L G=  Случай =L G  не-
возможен, так как тогда из определения 1.3 сле-
довало бы, что ( ).M G∈τ  Таким образом, =L M  

и ( ).GM N M
∗τ=  Лемма доказана. 

Пусть π  − некоторое множество простых 
чисел. Будем говорить, что подгрупповой функ-
тор τ  обладает π -свойством, если для любой 
подгруппы H группы G из условия 

( ) ( )′π⋅ ∈ τH O G G  всегда следует, что H обладает 
∗τ -нормализатором. 

Подгрупповой функтор, рассматриваемый 
на π -разрешимых группах, называется π -разре-
шимым подгрупповым функтором. 

Теорема 2.2. Пусть π -разрешимый регу-
лярный подгрупповой функтор τ  обладает 
π -свойством. Тогда ∗τ  – π -разрешимый норма-
лизаторный транзитивный регулярный подгруп-
повой функтор. 

Доказательство. По лемме 1.6 ∗τ  – тран-
зитивный регулярный подгрупповой функтор.  

Пусть G − π -разрешимая группа наимень-
шего порядка такая, что в ней существует под-
группа H, которая не обладает ∗τ -нормализато-
ром в G. Если H − τX -нормальна в G, то 

( )∗∈ τH G  и ( ).GG N H
∗τ=  Получаем противоре-

чие. Поэтому H не является τX -нормальной в G. 
Пусть N − минимальная нормальная под-

группа группы G. Тогда NG /  ∈ πS  и NHN /  
обладает ∗τ -нормализатором в NG /  по выбору 
G. Обозначим // ( / ).G NK N N HN N

∗τ=  
Предположим, что .K G≠  Если / ∈K N  

( / ),G N∗∈ τ  то / ( / )∗∈ τHN N G N  ввиду транзи-
тивности .∗τ  По определению 1.1 / ⊆G N  

/ .K N⊆  Тогда .G K=  Получили противоречие. 
Поэтому / ( / ).K N G N∗∉τ  Тогда существует 
эпиморфизм ϕ  группы NG /  такой, что 
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ϕϕ ≠ )/()/( NGNK  и ϕ)/( NG  не имеет собст-
венных подгрупп, которые принадлежат 

(( / ) )ϕτ G N  и содержат ( / ) .K N ϕ  Обозначим 
Ker / .D Nϕ =  Ясно, что .KD G≠  Из KD ∈ πS  

следует существование ( ).KDN H
∗τ  Рассмотрим 

любую подгруппу L из G такую, что ( ).H L∗∈τ  
По 1) леммы 1.5 / ( / ).HN N LN N∗∈ τ  Из /K N =  

/ ( / )G NN HN N
∗τ=  по определению 1.1 следует, что 

/ / .LN N K N⊆  Значит, .L K KD⊆ ⊆  Отсюда и 

из ( )∗∈ τH L  вытекает ( ).KDL N H
∗τ⊆  Тем самым 

показано, что ( ) ( ),KD GN H N H
∗ ∗τ τ=  что противоре-

чит выбору H. 
Пусть .K G=  Тогда / ( / )∗∈ τHN N G N  для 

любой минимальной нормальной подгруппы N 
группы G. Возможны два случая. 

1. Существуют минимальные нормальные 
подгруппы N группы G, для которых G/ N ≠  

HN/N.≠  Пусть ψ  − эпиморфизм группы G такой, 

что ψψ ≠ GH  и Ker .Sψ =  Тогда / / .HS S G S≠  
Выберем в S минимальную нормальную под-
группу R группы G. Очевидно, что /HR R ≠  

/ .G R≠  Так как функтор ∗τ  является регуляр-
ным и / ( / )∗∈ τHR R G R  получаем, что 

/ ( / ).HS S G S∗∈ τ  Таким образом, в SG /  най-
дется собственная подгруппа, которая принадле-
жит ( / )τ G S  и содержит / .HS S  Следовательно, 

( ),H G∗∈ τ  т. е. ( ).GG N H
∗τ=  Получили противо-

речие с выбором H. 
2. Для любой минимальной нормальной под-

группы N группы G фактор-группа G / N HN / N.=  
Так как ,H G≠  то H содержится в некоторой 
максимальной подгруппе M группы G и 

=G MN.  Заметим, что Core ( ) 1.G M =  
Так как G − π -разрешимая группа и N − ее 

минимальная нормальная подгруппа, то N явля-
ется либо π′ -группой, либо абелевой p-группой 
для некоторого простого числа .p∈π  

Если N − π′ -группа, то )(GON π′⊆  и 
( ) ( ).H O G G G′π⋅ = ∈τ  Так как τ  обладает π -свой-

ством, в G существует ∗τ -нормализатор под-
группы H. Это противоречит выбору H. 

Пусть теперь N является абелевой p-груп-
пой. Тогда 1=∩ NM  и .G MN HN= =  Из 

HM =  по 2) леммы 2.1 следует противоречие с 
выбором H. Теорема доказана. 

Теорема 2.3. Пусть π -разрешимый регуляр-
ный подгрупповой функтор τ  обладает π -свой-
ством. Если H − подгруппа π -разрешимой груп-
пы G и N  G, то 

/ ( / ) ( ) / .G N GN HN N N H N N
∗ ∗τ τ=  

Доказательство. Проведем доказательство 
индукцией по |G|. Обозначим ( )

∗τ= GK N H  и 

/D N / ( / ),G NN HN N
∗τ=  они существуют по тео-

реме 2.2. Из ( )∗∈ τH K  и 1) леммы 1.5 следует, 
что / ( / ).HN N KN N∗∈ τ  Тогда / / .KN N D N⊆  

Покажем, что / / .D N KN N⊆   
Пусть / / .D N G N≠  Так как D ∈ ,πS  по 

индукции / ( / ) ( ) / .D N DN HN N N H N N
∗ ∗τ τ=  По 1) 

определения 1.1 / ( / ).HN N D N∗∈ τ  Из 2) опре-

деления 1.1 следует, что // ( / ).D ND N N HN N
∗τ⊆  

Откуда /D N / ( / ).D NN HN N
∗τ=  Из ( ( ))

∗τ∗∈ τ DH N H  

следует, что ( ) .DN H K
∗τ ⊆  Таким образом, 

/ ( ) / / .DD N N H N N KN N
∗τ= ⊆  

Пусть теперь .D G=  В этом случае 
/ ( / ).HN N G N∗∈ τ  Если ( ),H G∗∈ τ  то 

( ) .GK N H G
∗τ= =  Отсюда / / .D N KN N=  Допус-

тим, что ( ).H G∗∉ τ  Тогда GH ≠  и найдется 

эпиморфизм ϕ  группы G такой, что ϕϕ ≠ GH  и 
ϕH  не содержится ни в одной собственной под-

группе группы ,Gϕ  которая принадлежит ( ).Gϕτ  
Обозначим Ker .Rϕ =  Тогда RGRHR // ≠  и в 

RG /  нет собственных подгрупп, содержащих 
RHR /  и принадлежащих ( / ).G Nτ  Из того, что 

/ ( / )∗∈ τHN N G N  и ∗τ  является регулярным 
подгрупповым функтором, заключаем, что  

/ / / / ( / / / ).HN N RN N RN N G N RN N∗⋅ ∈ τ  
Если ,HNR G≠  то в NRNNG ///  найдется 

собственная подгруппа / / / ,L N RN N  которая 
содержит / / / / ,HN N RN N RN N⋅  причем 

/ / / ( / / / ).L N RN N G N RN N∈τ  Тогда ( ),L G∈τ  
откуда / ( / ).L R G R∈τ  Получили противоречие с 
выбором ,ϕ  так как / / / .HR R L R G R⊆ ≠  

Значит, .HNR G=  Пусть .B HR=  Так как 
/ ( / ),HN N G N∗∈ τ  то // ( / ).BN NBN N N HN N

∗τ=  

Пусть α  – такой изоморфизм, что ( )α∩ =B/B N  

BN / N.=  Тогда ( ( ) )H B N / B N HN / N.α∩ ∩ =  По 

индукции подгруппа / ( ( ) / )
∗τ

∩ ∩ ∩ =B B NN H B N B N  

( )( ) / .
∗τ= ∩ ∩BN H B N B N  Для 1 ( )

∗τ= BB N H  полу-

чаем, что 1 1( ( ) / ) /B B N B N B N N.α∩ ∩ =  По лем-

ме 1.2 / 1( / ) / .BN NN HN N B N N
∗τ =  Следовательно, 

1/ / .BN N B N N=  Так как 1( ),H B∗∈ τ  то 1 .B K⊆   
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Тогда 1/ / / ,G N = B N N KN N⊆  т. е. /D N =  
/ .KN N=  Теорема доказана. 

Пусть X  – непустой класс групп, состоящий 
из π -разрешимых групп, и τ – π -разрешимый 
подгрупповой функтор. Обозначим класс групп  

τX = (G ∈ πS  | H ∈ τ(G) для любого 
X -проектора H группы G). 

Теорема 2.4. Пусть X  − π -класс Шунка, 
состоящий из π -разрешимых групп, и π -раз-
решимый регулярный подгрупповой функтор τ  
обладает π -свойством. Тогда справедливы сле-
дующие утверждения: 

1) 
∗τX  является π -классом Шунка; 

2) если G − π -разрешимая группа и H − ее 
X -проектор, то ( )

∗τ
GN H  является 

∗τX -проек-
тором группы G. 

Доказательство. Покажем 1). Из леммы 1.5 
вытекает, что класс 

∗τX  является гомоморфом. 
Пусть G − π -разрешимая группа и 

/ Core ( )
∗τ∈XGG M  для любой максимальной 

подгруппы M из G. По теореме 2.2 для любого 
X -проектора H группы G существует ( ).GN H

∗τ   

Обозначим ( ).GK N H
∗τ=  Очевидно, что 

K
∗τ∈X . Пусть GLK ⊆⊆  и 

∗τ∈XL . Так как 
G ∈ πS  и X  − π -класс Шунка, из LH ⊆  следу-
ет, что H является X -проектором подгруппы L. 
Значит, ( ).H L∗∈ τ  По определению 1.1 .L K⊆  
Следовательно, LK =  и K является максималь-
ной 

∗τX -подгруппой группы G. 
Пусть N − произвольная нормальная под-

группа группы G. По теореме 2.3 

/ ( / ) / .G NN HN N KN N
∗τ =  

Отсюда и по доказанному выше следует, что 
NKN /  − максимальная 

∗τX -подгруппа группы 
/ .G N  Значит, K является 

∗τX -проектором груп-
пы G.  

Тогда из Core ( )⋅ =GK M G  для любой мак-
симальной подгруппы M из G вытекает, что 

.G K
∗τ= ∈X  Итак, 

∗τX  − класс Шунка. 
Покажем, что 

∗τX  является π -классом. Пусть 
/ ( ) .G O G

∗τ
′π ∈X  Возьмем произвольный X -про-

ектор H группы G. Тогда )(/)( GOGHO π′π′  явля-
ется X -проектором факторгруппы / ( ).G O G′π  

Так как / ( ) ,G O G
∗τ

′π ∈X  то 

( ) / ( ) ( / ( )).HO G O G G O G∗
′ ′ ′π π π∈ τ  

Поскольку X∈π′π′ )(/)( GOGHO  и 
( ) ( ( )),O G O HO G′ ′ ′π π π⊆  

получаем, что 
( ) / ( ( ))′ ′ ′π π π ≅HO G O HO G   

( ) / ( ) / ( ( )) / ( )′ ′ ′ ′ ′π π π π π≅ ∈HO G O G O HO G O G .X  
Так как X  − π -класс, то ( ) .HO G′π ∈X  Из 

того, что H − X -проектор в G, следует равенство 
( ).′πH = HO G  Тогда / ( ) ( / ( )).H O G G O G∗

′ ′π π∈ τ  

Функтор ∗τ  является регулярным, поэтому 
( ).H G∗∈ τ  Это означает, что 

∗τ∈XG  и 
∗τX  яв-

ляется π -классом. 
Утверждение 2) теоремы следует из доказа-

тельства утверждения 1). Теорема доказана. 
 
Заключение  
В работе указан способ построения в π-раз-

решимых группах π-классов Шунка с использо-
ванием π-разрешимых нормализаторных под-
групповых функторов.  

Отметим, что для подгруппового функтора 
Snτ =  и π -класса Шунка X  в классе π -раз-

решимых групп ( ) ,N
∗τ⊆X X  где ( ) =N X (G ∈ 

∈ πS  | NG(H) = G для любого X -проектора H 
группы G). Заметим, что ( ).N

∗τ ≠X X  Например, 
если π = Ρ  – множество всех простых чисел, 

3=X N  – класс всех 3-групп и 4G = S  – симмет-
рическая группа степени 4, то силовская 3-под-
группа H из G является X -проектором в G, при-
чем ( ) ( ).G GN H G N H

∗τ≠ =  
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